Rappels d’algèbre :

Congruences :


[image: image1.wmf]n)

 

(mod

 

y

x

º

signifie que (x-y) est divisible par n. y est le reste de la division de x par n.

Méthode des carrés successifs dans 
[image: image2.wmf]nZ

Z

 :

Ceci est en fait une technique avantageuse pour calculer (ak (mod n)).

Pour commencer, on représente k en binaire, c’est à dire en une somme de puissance de 2 :
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Puis on calcule 
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Pour en arriver à calculer 
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, on a calculé avant les autres membres du produit, k1 étant le plus grand des ki.

Il ne reste plus qu’à réunir le tout pour calculer : 
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Petit Théorème de Fermat :

Si p est premier, a non divisible par p, alors :
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Fonction d’Euler (ou Indicateur d’Euler) :

On appelle indicateur d’Euler le nombre ((n) des entiers positifs strictement inférieur à n, premiers avec lui (pour n entier strictement positif). C’est à dire que ((n) est le nombre d’entiers positifs inférieur à n ayant 1 pour pgcd avec n.

Or dans 
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, les éléments dont la classe est première avec n sont les éléments inversibles. Donc ((n) est le cardinal et l’ordre de 
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( Si p est un nombre premier, et (( N* alors : 
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( Si a et b sont 2 entiers premiers entre eux, alors 
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( Si 
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   avec pi premier pour tout i((, alors :
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Théorème de Bezout :
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(Comme v(Z, on peut aussi noter : a.u –b.v=r )

Algorithme d’Euclide :

Enoncé :

Si (a,b) ( Z2 avec b(0 alors pgcd (a,b)=pgcd (b,r) où r est le reste dans la division euclidienne de a par b ( a=b.q+r ). En réitérant la division euclidienne, de b par r si r(0, le dernier reste non nul dans la suite des divisions successives est le pgcd (a,b).

Application :

a = q0.b + r0 .
(0)

b = q1.r0 +r1 .
(1)

r0 = q2.r1 +r2 .
(2)

r1 = q3.r2 +r3 .
(3)

:
:
:
:

:
:
:
:

:
:
:
:

rn-2 = qn.rn-1 +rn .
(n)

rn-1 = qn+1.rn .
(n+1)

rn est le dernier reste non nul de cette suite de division et par conséquent, le pgcd de a et de b. D’après le théorème de Bezout, on sait qu’il existe u et v dans Z tels que a.u + b.v =rn.

Calcul des coefficients du théorème de Bezout :

Pour obtenir u et v, il faut exprimer rn en fonction de rn-1 et rn-2 grâce à la ligne (n), puis en fonction de rn-2 et rn-3 grâce à la ligne (n-1), et enfin, après avoir remonté ligne par ligne, en fonction de a et b grâce à la ligne (0).

Exemple :

a=6374 et b=666
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Donc pgcd (6374,666)=2.

a) 
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Donc les coefficients associés à 6374 et 666 sont 163 et 1560.

Théorème (du reste) Chinois (de Sun Tzu) :

Enoncé 1 :

Soient m et n deux nombres premiers entre eux. L’anneau 
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 est isomorphe au produit d’anneaux 
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Enoncé 2 :
Soient m et n, deux entiers premiers entre eux, alors pour tout couple (a,b) d’entiers, le système 
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 admet des solutions entières. Deux quelconques de ces solutions diffèrent d’un multiple de mn.

Calcul des solutions de l’énoncé 2:

m et n étant premiers entre eux, on sait que il existe u et v dans Z tel que :


m.u + n.v = 1

Donc m.u = 1+ n.(-v) ( 1+n Z

Et n.v =1+ m.(-u) ( 1+m Z
Alors 
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De même : 
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Ce qui donne :
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Donc a.m.u + b.n.v est donc une solution du système voulu.

L’ensemble des solutions est donc : 
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Dans la pratique, on utilisera bien sur le théorème d’Euclide pour trouver u et v.
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